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∑

i

gi ln [1 + exp (χ− βεi)]



- p. 3/15

Distribution d’équilibre

n
fd
i =

gi

eβ(εi−µ) + 1
← max

n−i
W f =

∏

i

gi!

ni!(gi − ni)!
U = cste, N = cste

n
fd
i est toujours positif : pas de contrainte sur le potentiel chimique

Conservation du nombre de particules

N =
∑

i

gi

eβ(εi−µ) + 1

permet théoriquement de calculer µ = µ(β, V, ?) ...

À l’équilibre, U et S sont le résultat des sommes

U =
∑

i

εin
fd
i et S = k lnW f (nfd
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On en déduit l’énergie libre de Helmoltz (χ = βµ)

F = U −
lnW

β
=

χN

β
−
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gi ln [1 + exp (χ− βεi)]
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La fonction de Fermi

À l’équilibre β, le nombre moyen nfd (εi) de fermions dans une cellule de l’espace
des phases est donné par la fonction de Fermi-Dirac
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nfd

gi
=
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eβ(εi−µ) + 1
Principe d’exclusion de Pauli : 0 ≤ nfd (εi) ≤ 1
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La fonction de Fermi

À l’équilibre β, le nombre moyen nfd (εi) de fermions dans une cellule de l’espace
des phases est donné par la fonction de Fermi-Dirac

nfd (εi) =
nfd

gi
=

1
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Principe d’exclusion de Pauli : 0 ≤ nfd (εi) ≤ 1
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on trouve maintenant

F =
N

β

[

χ−
h (χ)

α

]

avec













α =
N

Z
et

h (χ) = +
2gs√

π

∫ +∞

0

√
x ln [1 + exp (χ− x)] dx
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[
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Si l’on sait calculer h (χ) on connait F et toutes les grandeurs thermodynamiques.

α =
N

Z (β, V )
= h′ (χ) = α (β, V )

⇒ h (χ) et χ sont des fonctions de β et V
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Pression

P = −
(

∂F

∂V

)

β

= −
N

β

∂

∂V

[

χ−
h (χ)

α

]

β

=
N

V β

h (χ)

h′ (χ)
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...

Entropie (à partir de F )

S = −
(

∂F

∂T

)

V

= kβ2

(

∂F

∂β
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V

= NK
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5

2

h(χ)

h′(χ)
− χ

)
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Chaleur spécifique

CV = −kβ2

(

∂U

∂β

)

V

=
3

2
kN

[

h (χ)

h′ (χ)
−

3h′ (χ)

2h′′ (χ)

]

Etc...
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n
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i (T = 0) = Θ

(

εi − εf
)

=

{

1 si εi ≤ εf

0 si εi > εf

εf est l’énergie maximale d’un fermion à T = 0.
On peut la calculer :

N =
∑

i

gi

eβ(εi−µ) + 1
−→

∫

g (ε)Θ (ε− εf ) dε = 2gsπ
V

h3
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3/2
∫ εf

0

ε1/2dε
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3/2
ε
3/2
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∫
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0

ε1/2dε

soit N =
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3
gsπ
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3/2
ε
3/2
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on a donc

εf =

(

3N

gs4πV

)2/3
h2

2m

Remarque : εf = εf

(

n =
N

V

)



- p. 10/15

Quelques valeurs numériques



- p. 10/15

Quelques valeurs numériques

Air (gaz parfait) à T = 0◦ C



- p. 10/15

Quelques valeurs numériques

Air (gaz parfait) à T = 0◦ C

n = 3× 1019 molécules par cm3



- p. 10/15

Quelques valeurs numériques

Air (gaz parfait) à T = 0◦ C

n = 3× 1019 molécules par cm3

Électrons libres dans un conducteur



- p. 10/15

Quelques valeurs numériques

Air (gaz parfait) à T = 0◦ C

n = 3× 1019 molécules par cm3

Électrons libres dans un conducteur

n = 5× 1022 électrons par cm3 → εe− ,sol
f ≃ 5 eV



- p. 10/15

Quelques valeurs numériques

Air (gaz parfait) à T = 0◦ C

n = 3× 1019 molécules par cm3

Électrons libres dans un conducteur

n = 5× 1022 électrons par cm3 → εe− ,sol
f ≃ 5 eV

Électrons libres dans une naine blanche



- p. 10/15

Quelques valeurs numériques

Air (gaz parfait) à T = 0◦ C

n = 3× 1019 molécules par cm3

Électrons libres dans un conducteur

n = 5× 1022 électrons par cm3 → εe− ,sol
f ≃ 5 eV

Électrons libres dans une naine blanche

n = 5× 1030 électrons par cm3 → εe− ,nb
f ≃ 0.36 MeV



- p. 10/15

Quelques valeurs numériques

Air (gaz parfait) à T = 0◦ C

n = 3× 1019 molécules par cm3

Électrons libres dans un conducteur

n = 5× 1022 électrons par cm3 → εe− ,sol
f ≃ 5 eV

Électrons libres dans une naine blanche

n = 5× 1030 électrons par cm3 → εe− ,nb
f ≃ 0.36 MeV

Énergie de masse d’un électron



- p. 10/15

Quelques valeurs numériques

Air (gaz parfait) à T = 0◦ C

n = 3× 1019 molécules par cm3

Électrons libres dans un conducteur

n = 5× 1022 électrons par cm3 → εe− ,sol
f ≃ 5 eV

Électrons libres dans une naine blanche

n = 5× 1030 électrons par cm3 → εe− ,nb
f ≃ 0.36 MeV

Énergie de masse d’un électron

Em = mec
2 = 0.51MeV
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= Nε avec ε =
3

5
εf
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Pour une naine blanche P0 ≃ 2, 3× 1022 Pa ≃ Pression gravitationnelle ...
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Escapades à températures non nulles
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Un résultat à retenir...

−→ Température de Fermi θf

kθf = εf ⇒ θf =

(

3N

gs4πV

)2/3
h2

2km

θf ≃

∣

∣

∣

∣

∣

5 · 109 K électrons d’une naine blanche (alors que T ≃ 107 K)
6 · 104 K électrons libres dans les métaux

En général, xf ≪ 1,

=⇒ On peut très souvent considérer que les fermions sont à T = 0 K.
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