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Degré de dégénérescence gi du niveau εi : poids statistique de ce niveau.
Idée : passage à la limite continue de la répartition des niveaux d’énergie

Z =

∫

dγ

δ
e−βε avec

{

δ : extension d’une cellule de l’espace des phases
dγ = dxdp

Gaz parfait : particules sans interaction, dans le cas monoatomique

ε =
p2

2m

En supposant δ constant, il vient donc

Z =
1

δ

∫

dxdpe−
βp2

2m =
4πV

δ

∫ +∞

0

p2e−
βp2

2m dp
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Z =
4πV
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∫ +∞

0

p2e−
βp2

2m dp

un petit rappel ...
∫ +∞

0

x2e−ax2

dx =

√
π
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on obtient donc finalement

Z =
V

δ

(

2πm

β

)3/2

=
V

δ
(2πmkT )

3/2

La mécanique classique ne précise pas la valeur du paramètre δ décrivant l’extension
moyenne d’une cellule de l’espace des phases

→ mécanique quantique
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Quelle est l’énergie d’une particule libre dans un volume V ⊂ R
3 ?

Particule libre : ε > 0; dans une boite parallépipédique de côtés a1,a2 et a3;
fonction d’onde stationnaire ψ (x) solution de l’équation de Schrödinger

− ~
2

2m
∆ψ = εψ

Séparation des variables ψ (x) = ψ1 (x1)ψ2 (x2)ψ3 (x3) ;

Conditions aux limites → quantification de l’énergie :

ε =

3
∑

i=1

Ui =

3
∑

i=1

κ2
i ~

2

2m
=
π2

~
2

2m

3
∑

i=1

n2
i

a2
i

= ε (n1, n2, n3)

Niveaux d’énergie non dégénérés : à chaque triplet d’entier (n1, n2, n3) est associé
un état d’énergie définissant un état microscopique.

Énergie de translation
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et x =
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T

−→ Euler-mac Laurin :

q
∑

j=p

f(j) −
∫ q

p

f(t)dt =

k
∑

h=0

(−1)
h+1

bh+1

(h+ 1)!

[

f (h) (q) − f (h) (p)
]

+Rn (1)
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~
2N

2MH2
ka2

1
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avec V = a1a2a3, on obtient

Z =
V

h3

(

2πm

β

)3/2

Le passage à la limite continue est justifié et on trouve δ = h3

On aurait pu s’en douter : Principe d’indétermination d’Heisenberg
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Énergie interne : U = −N
(

∂ ln Z
∂β

)

V

U =
3N

2β
=

3

2
NkT

Équipartition de l’énergie
Pression P exercée par le gaz sur les parois de l’enceinte de volume V .

On a vu que P = N
β

(

∂ ln Z
∂V

)

β

P =
N

βV
soit PV = NkT

Équation d’état : densité volumique d’énergie U = U/V

P =
2

3
U (2)

−→ Cas particuliers de P = γ × U
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3

2
R

Entropie du gaz parfait : S = kN
[

1 + ln
(

Z
N

)

− β ∂ ln Z
∂β

]

S = kN

[

5

2
+ ln

(

V

Nh3

)

+
3

2
ln

(

2πm

β

)]

Pour une mole (masse molaire M = m/N )

s = R

[

5

2
+

3

2
ln (T ) + ln (V ) +

3

2
ln (M) + i

]

avec i =
3

2
ln (2π) − 3 ln (h) − 5

2
ln (N ) +

3

2
ln (k) = 16, 10 SI
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H =
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2
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Capacité calorifique à pression constante

Cp :=

(

∂H

∂T

)

P

=
5

2
Nk ⇒ cP =

5

2
R

Relation de Mayer pour les gaz parfaits (milieu XIX)

cP − cV = R

Monoatomique : académique ! La réalité est plus compliquée...
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Rotation et vibration des molécules
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Hypothèse : les états d’énergie de translation, de rotation et de vibration sont
indépendants.

W = Wt ×Wv ×Wr

les fonctions de partition se multiplient aussi ...

Z = Zt × Zv × Zr (3)
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Fonction de partition de vibration
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Fonction de partition de vibration

Zv =
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∑

i=0

gv,i e
−βεv,i

les états de vibration sont non dégénérés : série harmonique

Zv =
+∞
∑

i=0

e−β(i+ 1
2 )~ω = e−β~ω/2

+∞
∑

i=0

(

e−β~ω
)i

cette série converge vers

Zv =
e−β~ω/2

(1 − e−β~ω)
=

1

2sh
(

β~ω
2

) (4)

−→ Température caractéristique des vibrations de la molécule

θv :=
~ω

k
et Zv =

[

2sh

(

θv

2T

)]−1

=

[

2sh

(

βkθv

2

)]−1
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Application : Chaleur spécifique

Rappel

cV,t = Rβ2
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∂2 lnZt
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un petit calcul donne
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∂β2
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R
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(βkθv)
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ch (βkθv) − 1
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Application : Chaleur spécifique
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=
R
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2

ch (βkθv) − 1

Si βkθv ≫ 1, c’est-à-dire T ≪ θv

cV,v =
R

2

(

θv

T

)2

e−
θv
T Effet négligeable...

Si βkθv ≪ 1, c’est-à-dire T ≫ θv

cV,v = R

(

1 − 1

12

θv

T
+ o

(

θv

T

))

Effet important...
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Fonction de partition de rotation
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−βεr,ℓ
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Fonction de partition de rotation
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Fonction de partition de rotation

Zr =
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∑
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gr,ℓ e
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les niveaux de rotation sont dégénérés

Zr =

+∞
∑

ℓ=0
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−

~
2βℓ(ℓ+1)
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on introduit une température de rotation

θr =
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Fonction de partition de rotation

Zr =

+∞
∑

ℓ=0

gr,ℓ e
−βεr,ℓ

les niveaux de rotation sont dégénérés

Zr =

+∞
∑

ℓ=0

(2ℓ+ 1) e
−

~
2βℓ(ℓ+1)

2µd2

on introduit une température de rotation

θr =
~

2

2µd2k
−→ Zr =

+∞
∑

ℓ=0

(2ℓ+ 1) e−kβℓ(ℓ+1)θr

dérivée d’une série harmonique ... pour T ≫ θr, on obtient

Zr =

(

1 + 1
3βkθr + 1

15 (βkθr)
2

+ 4
315 (βkθr)

3
)

βkθr
+ o

[

(βkθr)
2
]

= Zr (β)
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Application à la chaleur spécifique
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Application à la chaleur spécifique

La grandeur fondamentale est le logarithme de Zr, que l’on peut écrire au même
ordre

lnZr = − ln (βkθr) +
1

3
βkθr +

1

90
(βkθr)

2
+ o

[

(βkθr)
2
]
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Application à la chaleur spécifique

La grandeur fondamentale est le logarithme de Zr, que l’on peut écrire au même
ordre

lnZr = − ln (βkθr) +
1

3
βkθr +

1

90
(βkθr)

2
+ o

[

(βkθr)
2
]

Dans le régime T ≫ θr, on trouve

cV,r = R

(

1 +
1

45
(kβθr)

2
+ o

[

(βkθr)
2
]

)

Application numériques
Molécule H2 D2 HD Cl2 Br2 O2 N2 CO NO HCl HBr K2

θv [ K ] 6 215 4 394 5 382 808 463 2 256 3 374 3 103 2 719 4 227 3 787 140

θr [ K ] 85,3 42,7 64 0,35 0,12 2,1 2,9 2,8 2,5 15,0 12,0 ?

on a toujours θr < θv
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Un vieux résultat...

on peut résumer le tout sur une figure...
c

V

3

2
R

5

2
R

7

2
R

T

µr µv
0

?

bien connu des taupins ...
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